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OZET

E3? ve E* OKLID UZAYINDA EGRILERIN VE E3 OKLID UZAYINDA
YUZEYLERIN KUATERNIYONLAR YARDIMIYLA INCELENMESI

Tuna BAYRAKDAR

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
I. Danigman: Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN
II. Damisman: Prof. Dr. Oktay K. PASHAEV

Haziran 2010, 41 Sayfa

Bu tezin amac1 E3 ve E* Oklid Uzayndaki egriler icin Serret-Frenet tiirev formiillerini
ve bunlarin yiizeyler igin benzeri olan Gauss-Weingarten denklemlerini cebirsel olarak ku-
aterniyonlar yardimiyla yeniden ifade etmektir. Tezin ilk bolimiinde karmasik sayilar ve
kuaterniyonlara ait temel kavramlar verildikten sonra ikinci béliimde, karmagik diizlemde
birim hizli ve birim hizli olmayan egriler i¢in Serret-Frenet tiirev formiilleri yeniden ifade
edilmistir. Ayni formiiller E3 ve E* Oklid Uzayindaki egriler i¢in kuaterniyonlar yardimiyla
yeniden incelenmistir. Son béliimde E3 de bir yiizeyin birinci, ikinci temel formlar1 ve

Gauss-Weingarten denklemleri kuaterniyon carpimi kullanilarak ifade edilmigtir.
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ABSTRACT

INVESTIGATION of CURVES in E? and E* and SURFACES in E? via
QUATERNIONS

Tuna BAYRAKDAR

M.Sc. Thesis in Mathematics
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The aim of this thesis is to re-formulate the well known Serret-Frenet equations for
curves in E? and E* and Gauss-Weingarten equations for the surfaces in E3, in an alge-
braic sense by means of quaternions. Basic concepts of the theory of complex numbers
and quaternions are given in the first section. In the second section the well known
Serret-Frenet equations for both unit and arbitrary speed curves in the complex plane
are obtained. Corresponding equations for curves in E? and E* are investigated by using
quaternion algebra. In the final section, the first and second fundamental forms of a sur-

face in E3 and Gauss-Weingarten equations, are represented via quaternion multiplication.
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ONSOZ

Kuaterniyon kavrami ilk defa 1843 yilinda Irlandal matematikci William Rowan
Hamilton tarafindan ortaya atildi. Hamilton’un merak ettigi sey, geometrik bir
manasi olan karmagik sayilar iizerindeki toplama ve carpmanin bir benzerinin, iig
boyutlu nesnelere uyarlanip uyarlanamayacagiydi. Hamilton uzun yillar (a, b, ¢) reel
sirali tigliileri i¢in uygun bir carpma iglemi bulabilecegini umdu ve bu amacla

i? = j2 = —1 olmak {izere a + Bi + ~vj tipinde elemanlar ve

(a+ Bi+7j)? = a® — B2 — 4%+ 2iaf + 2jay + 2ij By (0.1)

carpimini goz oniine aldi. Fakat bu tip elemanlar i¢in karmasik sayilarin sahip oldugu
|zw| = |z||w| 6zelligi ancak ij = 0 olursa saglaniyordu ve bu Hamilton un istedigi bir
sey degildi. Sonunda Hamilton, kuaterniyon adi verdigi nesneyi, karmasik sayilarin
bir genellemesi olarak, ¢ = la+ib+ jc+ kd formunda ifade etti ve bu sayede (a, b, ¢)
reel sirali tigliilerinin ¢arpimlarinin ve toplamlarinin geometrik bir kargiligi oldugunu

gosterdi.

Kuaterniyonlar giiniimiizde matematik, fizik ve bilgisayar bilimlerinde yaygin
olarak kullanilmaktadir. (Adler 1985), (Wood 1985), (Brenner 1951), (Imeada 1983),
(Mosseri 2000), (Nielson ve Heiland 1992), ¢aligmalar1 kuaterniyonlarin kullanim

alanlarina ornek olarak verilebilir.

Klasik diferensiyel geometride egri ve yiizeyler vektor degerli fonksiyonlar ile
incelenir. Ornegin E3 Oklid uzayimda bir egri lizerinde kurulan {t,n,b} eleman-
larimin egri boyunca degisimlerinin orani, egrinin egrilik ve burulmasimi belirler.
Bu iki fonksiyon bir uzay egrisini, uzaydaki konumu diginda tamamiyla karakterize
eder. Bu calismada ii¢ ve dort boyutlu Oklid uzaymdaki egriler ve {i¢ boyutlu Oklid
uzayindaki ylizeyler kuaterniyonlar yardimiyla incelenmistir. Standart i¢ c¢arpim
ve vektorel carpimin kuaterniyon carpimiyla ifade edilebilmesi, hesaplamalar icin
biiyiik kolaylik saglamigtir. Bunun 6tesinde, kuaterniyon cebiri egrilik ve uzunluk

gibi kavramlarin tamamiyla cebirsel olarak ifade edilebilmesine imkan saglamistir.

il



Bu ¢aligma esas olarak iki boltimden olugur: Girig boliimiinde amacimiza yonelik
olarak karmagik sayilar ve kuaterniyonlara ait bazi temel kavramlar verildikten
sonra ilk boliimde karmasik diizlem, E3 ve E* deki egriler icin Serret-Frenet tiirev
formiilleri karmasik sayilar ve kuaterniyonlar kullanilarak yeniden ele alinmigtir.
Tkinci boliimde ise, bir noktasimn komgulugunda ¢(u, v) fonsiyonu ile parametrize
edilen bir yiizey tizerinde {¢,, @,, n} catisinin, ¢, ve ¢, vektorleri yoniindeki hareke-

tini ifade eden Gauss-Weingarten denklemleri kuaterniyonlar yardimiyla incelenmigtir.

Bana kendisiyle ¢alisma firsati taniyan ve bu alanda caligmami oneren, fikirleri-
mi onemseyip sabirla dinleyen, bilgi ve saatlerini benimle paylagan hocam Sayin
Prof. Dr. Oktay K. PASHAEV’e, yine bana kendisiyle galigma firsat1 taniyan,
bilgi ve saatlerini benimle paylagan ve destegini esirgemeyen hocam Sayin Prof. Dr.
Abdullah Aziz ERGIN’e, ayrica sonsuz sevgi ve destekleriyle her zaman yammda

olan aileme ve Zahide Ok’a tegekkiirlerimi bir borg¢ bilirim.
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1. GIRIS

Bu béliimde, diizlem ve {i¢ ve dért boyutlu Oklid uzayndaki egrilerin cebirsel
anlamda incelenmesi amacina yonelik, karmagik sayilar ve kuaterniyonlara dair bazi

temel kavramlar verilmigtir.

1.1. Karmasik Sayilar
RxR={z=(z,y): 2,y € R},
sirali ikililerin kiimesini goz oniine alinsin. Bu kiime
(@1, y1) + (22, 92) = (21 + 22, 51 + 12)
seklinde tanimli toplama islemine gore degigsmeli bir grup tegkil eder. R xR iizerinde
(21,91)-(2,92) = (1122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

bi¢giminde tanimli ¢arpma iglemi birlesmeli ve degismeli bir iglemdir ve toplama
iizerine dagilma ozelligine sahiptir. Bu gekilde tanimh ¢arpma igleminin birim ele-

mani ise e = (1,0) = 1 dir. Vz = (z,y) # 0 € R x R i¢in,

L1 €z -y
72 _l_y2’ 12 +y2

elemanina 2z nin carpmaya gore tersi denir yani zz~! = e dir.

Tanim 1.1 R x R, yukarida tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir
cisim teskil eder. Bu cisme karmasik saylar cismi denir ve C ile gosterilir

(Ebbinghaus vd 1991).

Tanim 1.2 C\ {0} = C* kimesi ¢arpma islemine gore degismeli bir grup teskil
eder ve birim elemant 1 dir. Bu gruba karmasik sayilar cisminin carpimsal grubu

denir (Ebbinghaus vd 1991).



Vz = (x,y) € Cigin, (z,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) denklemi saglandigindan herhangi
bir karmasik say1 agagidaki bicimde ifade edilebilir:

2=+ 1y, r,y€R, (0,1)=1i, (0,1)?=—1.
karmagik sayilar cisminin bir z = x 4 iy elemaninin reel ve sanal kismi sirasiyla
Rez =z, Imz =y

bigiminde tamimlanir. Eger z € C icin Rez = 0 ise z karmagik sayisina sanal,
Imz = 0 ise reel say1 denir. Tki karmasgik say1 esittir ancak ve ancak reel ve sanal

kisimlar esit ise:

721 = 20 < Rez; = Rezs ve Imz; = Imzs.

Herhangi 2z = = + iy karmagik sayisinin eslenigi z = x — 1y seklinde tanimhdir.

Buradan

Rez:z—;z, Imz:z_z

21

elde edilir. Ayrica z = z dir. Bunun yanisira

ztw=zZ+w Zw = Zw, z,w e C

oldugu ¢arpma ve toplamanin tanimlar1 kullanilarak kolaylikla goriilebilir.

Tanim 1.3 |z| = 2z = /2% + y? saysina, z karmagik sayisinin moddld denir.

<,> CxC =R

(w,2) —<w,z >= Re(w2)

fonksiyonu simetrik, bilineer ve pozitif tammmhdir. Gercekten w,w’,z € C olmak

uzere
<w,z>= Re(wz) = £ ; L —5 L Re(zw) =< z,w >,
<w+w',z> = Re[(w+w)z] =Re(wz) + Re(w'z) =< w,z > + <w' z >
<zyzw+w > = Re[z(w+w)] =Re(zw) + Re(zw') =< z,w > + < 2,0’ >,

2



<z,z>=Re(22) =2 +9* >0

dir. Dolayisiyla < w, z >= Re(wz), C iizerinde bir i¢ ¢arpim tammlar. z = z + iy,

w = u + 1w karmagik sayilar i¢in
< z,w >= Re(zw) = Re(zu + yv + i(yu — 2v)) = zu + yv

dir. Bu ise R? deki standart i¢ carpimin ta kendisidir. Bu i¢ carpimin iirettigi norm

ise
Izl = V<zz> = VRe(22) = Va? + ¢ = |z
dir. Tamimdan agikga gorildiigi tizere |z| = |z| dir. Ayrica
|zw|? = 2wz = 2wwz = |w|*|z)?
esitligi vardir. |z|?> = 2z oldugundan Vz € C*, 27! = i‘ esitligi vardir. C tizerinde

=
bir i¢ carpim tanimladigimizdan iki karmagik sayinin ortogonalliginden bahsedebili-
riz:

z L we<z,w>=Re(zw) = 0.

Buradan

<z, i >= Re(—zAi) =0, z, A €R.
Yani sanal eksen reel eksene tanimladigimz i¢ carpim(Oklid) anlammda diktir.

Herhangi z = x + iy € C icin asagidaki kutupsal gosterim vardir:
z=re =r(cosf +isinf), r=|z|, z=rcosf, y=rsinh 0<6<2r.

Bu formil Euler formiulu olarak bilinir.



1.2. Kuaterniyonlar
R* dort boyutlu reel vektor uzaymi ve
e1 =(1,0,0,0), ey =1(0,1,0,0) e3=1(0,0,1,0) e4=(0,0,0,1)

standart bazini goz oniine alinsin. e; birim eleman olmak tizere e e,, 2 < p,v < 4

elemanlarimin ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlansin:

€26 = —€j, €2€3 = €4, €2€4 = —€3
€36y = —€4, €33 = —¢€4, €364 = €2
€42 = €3, €463 = —€2, €464 = —€1.

Tanim 1.4 Yukaridak: sekilde tanimle carpima Hamilton carpima denilir

(Ebbinghaus vd 1991).

Tamim 1.5 R*, Hamilton carpimina gore bir cebir teskil eder. Bu dért boyutlu

cebire kuaterniyon cebiri denir ve H ile gdsterilir (Ebbinghaus vd 1991).

Carpim tanimindan da goriildiigi tizere kuaterniyon cebiri H, birlesmeli fakat degigsmeli
bir cebir degildir. ey, e, e3,e4 baz vektorleri sirasiyla e, i, j, k seklinde gosterilirse

yukaridaki tablo su hali alir:
2 2 g2 g L. Lo . o g .
1" =3 =k =15k = —e, 1) =—gi=k, ki=—k=j  jk=-kj=1.
Hmqg=ae+ fi+yj+ 0k veqd =de+ f'i++j+ &k elemanlarinin garpimi
su sekilde tanimhdir:

(e + Bi +vj + 0k)(d'e + B'i +~'5 + 0'k)
= (ad = BB =1y = d8)e  +(af' + Ba/ + 78" —67')i

(v = 80+ 70! +88)j +(ad' + By = 18 + k.



1.2.1. Kuaterniyonlarin Cebirsel Ozellikleri

Teorem 1.6

’H:{(j _;):w,zec} (1.2)

kiimesi Mayo(C) nin bir R-alt cebiridir. H nin herbir elemant asaqidaki kuadratik

denklemi saglar:
A? — (IzA)A + (detA)E =0, IzA = 2Rew, detA = |w|* + |2]* (1.3)

H, dort boyutlu birlesmeli bir bolim cebiridir (Ebbinghaus vd 1991).

Ispat. Gercekten, H; Mazx2(C) nin reel sayilar iizerinde dort boyutlu bir alt vektor

uzayidir ve standart bazi soyledir:

G G2 G (G7)

Matrislerin ¢arpim kurali kullanilarak H nin ¢arpmaya gore kapali oldugu kolaylikla
goriilebilir. Ayrica My, o(C) birlesmeli oldugundan H altcebiri de birlesmelidir. (1.3)
matris denklemi de biraz hesapla kolayca gortilebilir. ‘H nin bolim

cebiri oldugunu gorebilmek i¢in A, B € ‘H ve AB = 0 olsun. Buradan detA.detB =0
dir. Carpimlar sifir olan iki reel sayidan birisi mutlaka sifirdir. Yani detA = 0 ya
da detB = 0 dir. Fakat |w|? + |2|? = 0 sadece w = z = 0 ise saglamir. Dolayisiyla H

bir bolim cebiridir. ]

Lemma 1.7

(1.4)

+if —y—id
o H—H, (a,ﬁ,v,ém(o‘ e )

vy—1i0 «a—1if

dontsuma, bir R-cebir izomorfizmidir ve

=1 ) w=( 2 )oww=(2 ) 0= )

Burada ey = e,e5 = 1,63 = j,e4 = k dir (Ebbinghaus vd 1991).

>



ispat. ¢ doniigiimiiniin lineer ve birebir oldugu asikardir. Gosterilmesi gereken;
v = 1,2,3,4 icin p(e,)p(e,) = pleue,) dir. @(er), p(e2), p(es), p(es) matrisleri
sirasiyla, e, 7, j, k min o altindaki goriintiileridir ve ¢(i)¢(5) = @(k), o(j)p(k) = ¢(i),
o(k)e(i) = p(j) carpimlarini saglarlar. |

Sonug 1.8 Kuaterniyon cebiri H reel sayilar tzerinde dort boyutlu, birlesmeli bir

bolum cebiridir.

Tanim 1.9 Vektor uzayr olarak, H nin i¢ boyutlu
ImH = R: + Rj + Rk (1.5)

altuzayina, H nin imajiner uzayr denir (Ebbinghaus vd 1991).

Bu uzayin elemanlarima tamamiyla imajiner ya da sadece imajiner denir. Karmasik
sayilara benzer bicimde H, Re ve ImH vektor uzaylarimin direkt toplami olarak

yazilir:

H = Re ® ImMH.

Buradan hareketle Vg € H, ¢ = ae + u, @ € R ve v € ImH yazmak miimkiindiir.
Burada « ve u ya sirasiyla kuaterniyon ¢ nun skaler ve vektdrel(imajiner) kismi

denir.

Imajiner uzay icin verilen (1.5) tanim, {1, j, k} bazina baghdir. Imajiner uzay1
bazdan bagimsiz olarak ifade edebilmek de miimkiindiir. Teorem (1.6) ve lemma
(1.7) nin sonucu olarak, ¢ = ae + fi + vj + ék € H, (1.3) kuadratik denklemini
saglar:

¢* =20q — (o® + 5* + 7% + 6%)e.

q € ImH <= « = 0 ile birlikte, ImH icin bazdan bagimsiz su tanim verilebilir.

ImH={geH:¢*€Re ve q¢&Re\{0}}.

Fakat ImH bir altcebir olugturmaz, c¢tinkii herhangi iki imajiner kuaterniyonun

¢arpimi bir imajiner kuaterniyon olmak zorunda degildir.

6



Her ¢q € H, ¢ = ae + u, a € R ve u € ImH gosterimine sahiptir. H den H ye

lineer eglenik dontigimi
H — H, q— q=ae—u, ueclmH
bi¢iminde tanimhidir. O zaman
ImH={¢eH:q=—q}

ve

=l
Il
L=

dur. Kuaterniyon ¢arpimi kullanilarak

G =ap (1.6)

esitligi kolaylikla goriiliir. ¢ = ae + u € H olmak iizere Re: H — R, ¢ — Re(q) = «

dontigiimi lineer bir dontigiimdiir ve agiktir ki
Re(e) =1, Ker(Re) = ImH.
Re fonksiyonunun tanimi geregi
q+q=2Re(q) ve Re(q) = Re(q) (1.7)

dur.

Tanim 1.10

il = vag= o2+ 52 +12+02>0

sayrsina q kuaterniyonunun modilu denir.

Kuaterniyon cebiri H bir boliim cebiri oldugundan sifirdan farkli her elemanin ku-

aterniyon garpimina gore bir tersi vardir. Vg # 0 i¢in |¢|* = ¢ oldugundan,
¢ =lal7%q

dur.



Lemma (1.7) den |¢|* = det(¢(q)) oldugu kolaylkla goriilebilir. p,q € H olmak

tizere |pq|*> = |p|*|q|* oldugundan
Hy:={qeH:q =1}

birim kuaterniyonlarin kiimesi bir grup teskil eder. O halde, lemma (1.7) den, Hj

SU(2) = {( Z Z > wl o+ |2 = 1} (1.8)

grubuna izomorfiktir.

grubu

Herhangi ¢ = o + i + vj 4+ 0k kuaterniyonu polar gosterime sahiptir.

o . VB2 462
cosf = —, sinf =
4| lqi

seklinde tanimlanirsa

i = Bi+vj + ok
/52+72+52’

elde edilir. Burada 6 acis1, ¢ € R* vektoriiniin reel eksenle yaptig1 act ve ¢siné da ¢

qz|q|(cos€+c§sin9), lg] =1

Y

nun imajiner kuaterniyonlarin uzay1 R? e olan izdiisiimii olarak diisiiniilebilir. Euler

formiili kuaterniyonlar icin de gecerlidir:

D
n:

n

6> 03 0!
= 14+4¢0———q¢g—=+—+...
Ty Tyttt
6 6! . 6 6
= 1—34—@—...—’—([(9—5%—5—...)
= cosf + gsinf = q/|q|, e??| = 1. (1.9)



1.2.2. Kuaterniyonlarin Geometrik Ozellikleri

u = [i+~yj+ dk ve v = pi+ oj+ 7k gibi iki imajiner(vektorel) kuaterniyonu
goz oniine alalim. Kuaterniyon ¢arpimina gore
w = —(Bp+yo +7)e+ (y7 — do)i + (6p — BT)j + (B — vp)

olur. Goriildiigi tizere uv kuaterniyonunun skaler kismi, u = (8,7,6),v = (p,0,7) €
R3 vektorlerinin standart Oklid i¢ carpimmin ters isaretlisidir. wo nin imajiner
kismi ise bu iki vektoriin vektorel carpimlarindan bagka birgey degildir. Dolayisiyla
imajiner kuaterniyonlarin ¢arpimini skaler ve vektorel ¢arpim cinsinden su sekilde

ifade edilebilir.
uw =— < u,v>e+uxuv, u,v,u X v € ImHL (1.10)
Vektorel carpim anti-simetriktir:
UXvV=—vXuU.
Vektorel garpimin bu dzelligiyle birlikte (1.10) esitligi kullanilarak
1

1
uXv= §(uv—vu), <u,v >= —é(uv+vu), Vu,v € ImH  (1.11)

elde edilir.

Lemma 1.11 g € H birim kuaterniyon olmak tuzere,
ay cx—qrgt,  x € ImH ~ R3,

lineer doniisiimii R® de bir donme ifade eder.

ispat. T=—xve q=q ! oldugundan

qrqt = q 124 = —quq "

dir. |qzq™'| = |z| oldugundan, «, doniigiimii uzunlugu korur. «, : R® — R? lineer

doniigiminin {4, j, k} bazindaki hareketi , ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk olmak tizere
a,(i) = i(a®+b* - —d®) + j(2ad + 2bc) + k(2bd — 2ac)
a,(j) = i(—=2ad+2bc) + j(a® — b* + & — d*) + k(2ab + 2cd)  (1.12)

ag(k) = i(2bd + 2ac) + j(2cd — 2ab) + k(a® — b* + ¢ + d?)

9



seklindedir. Dolayisiyla o, nun {1, j, k} bazindaki matris gosterimi

a?+b? -2 —d? —2ad + 2bc 2bd + 2ac
A= 2ad + 2bc a? — b+ 2 —d? 2cd — 2ab
2bd — 2ac 2ab + 2cd a® — b+ + d?
ve detA = 1 dir. O halde a,(x) = qzq™!, R? de bir donme ifade eder. n

H kuaternion cebiri bir Oklid vektor uzay1 olarak diisiiniilebilir. Hatirlanirsa C
de bir i¢ carpim olarak < w,z >= Re(wz) tammlanmist1 ve bu i¢ carpim R? deki
standart Oklid i¢ carpimi idi. Benzer gekilde H tizerinde standart i¢ carpimi soyle
tammlanabilir. ¢ = ae + i +vj + 0k, ¢ = ’e + B'i ++'j + 'k € H olmak lizere

<q,¢d >=Re(q¢) = aad’ + B8+~ + 60 € R (1.13)
H tizerinde bir i¢ carpim tamimlar. Yani,

<> : HxH-R (1.14)

(¢:p) = Re(gp) (1.15)

fonksiyonu pozitif tamimli, simetrik ve bilineerdir. Gergekten, (1.7) ve (1.6) kul-

lanilarak

B 1, _ _ _
< ¢q,p >= Re(qp) = Q(qp + pq) = Re(pq) =< p,q >

oldugu goriiliic. Re(qq) = a? + 82 + 4% + 6% > 0 oldugundan pozitif tanmimhdar.
Bilineerlik ise, Vp,q, h € H, ¢ € R igin

<p+q¢h> = Re((p+q)h) = Re(ph + qh)
= Re(ph) +Re(qh) =<p,h >+ < q,h >

<ph+q> = Re(p(h+q)) = Re(ph + pq)
(

<ep,g> = Re((ep)q) = cRe(pq) =c < p,q >

((
<p,cqg> = Re((p)c
esitliklerinden goriiliir.
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Dolayisiyla, Oklid i¢ carpim tamamiyla, cebirsel kuaterniyon carpimi cinsinden

yazilabilir.

Vq,¢ € H, g = ae+ (i +vj + 0k, ¢ = o’e + ['i ++'j + 0’k kuaterniyonlar igin
A
<q,4d >=Re(q¢) = é(qq’ +¢'q) = ad + BB+ + 68 (1.16)

Bu i¢ carpimin tirettigi norm ise

lall = V= 00> = VRe(aq) = Va2 + B2 + 72 1 82 = |g|

seklindedir. H artik bir i¢ ¢arpim uzay1 olduguna gore iki kuaterniyonun ortogo-

nalliginden bahsedilebilir. p,q € H olmak iizere
plq < <pqg>=0&pi=—qp < pg e ImH
yada kisaca
plqg <= pi+qp=0 (1.17)
dir.

Genel litarature uygunluk acisindan herhangi ¢ = ae + fi + vj + dk € H yerine
bundan boyle ¢ = a + i 4+ 77 + 0k gosterimi kullanilacaktir. Okuyucu « sayisinin,

q kuaterniyonunun e baz vektoriintin katsayist oldugunu unutmamalidir.
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2. C, E? ve E* de EGRILER

Bu boliimde ilk olarak karmagik diizlemde birim hizli ve birim hizli olmayan
egriler i¢in Serret-Frenet tiirev formiilleri incelenmigtir. Daha sonra tli¢ ve dort
boyutlu Oklid uzaymmdaki egriler i¢in Serret-Frenet tiirev formiilleri kuaterniyonlar

kullanilarak yeniden ele alinmigtir.

2.1. Karmasgik Diizlemde Egriler ve Serret-Frenet Tiirev Formiilleri

Tanim 2.12 z: [ C R — C, z(t) = x(t) +iy(t) regiler bir egri olmak tizere, ¥t € 1

icin, z egrisinin z(t) noktasindaki karmasik hiz vektéori

dz . (dr .dy
%_Z(t)_(dt—i_ldt) (t).
z(t)

sekilde tanimlanir.

Tanim 2.13 z : I — C reguler bir egri ve a € I olsun.

s(t):/at

fonksiyonuna z(t) egrisinin yay uzunlugu denir. Burada Cfl—'lz = 2 ile gosterilirse

dz

—|dl 2.18
=l (218)

2] = V3

seklinde tanimlidar.

Eger Vt € I igin |dz/dt| = 1 ise o zaman egriye birim hizli egri denir. Bu
durumda dz/dt = t seklinde gosterilir. Birim hizli bir egri igin (2.2.) integralinde

alt simnir kosulunu a = 0 olarak secilirse

t
s(t):/ dl=t—a=t

elde edilir.
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Tanim 2.14 z : [ — C birim hizly bir egri olsun.

dt

K(s) = = (s), sel

fonksiyonuna z egrisinin egriligi denir.

Tanim 2.15 Bir karmasik dizlem egrisi boyunca tanimls birim 1wme vektoru alanina

egrinin normal vektor alany denir ve su sekilde tanimlidar:
2 . A2
_dt/ds leTg —l—z%

n:.= =
L ()

Teorem 2.16 z(s) = z(s)+iy(s) karmagik dizlem C de regiiler bir egri ve k(s) > 0

olsun. O zaman

t' = ikt

n = kn.

ispat. z(s) karmagik diizlemde birim hizli bir egri oldugundan, herhangi bir s
noktasindaki tegeti

_dz

= E(s) = ) = cos O(s) + isinf(s)

t(s)

formundadir. Dolayisiyla t nin egri boyunca degisimi

dt do .
— i—ew

ds ds
ile belirlenir. Her iki tarafin modiuli alinarak

@
ds

:Z—z:m(s), d—9>0.

bulunur. Buradan

t'(s) = %(s) = iKkt(s)

elde edilir. Egri boyunca her noktada normal vektér (2.15) ile tanimli oldugundan

bir onceki denklem kullanilirsa n = it elde edilir. Buradan

_dn

n'(s) s

(s) = ikn(s)
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esitligi kolaylikla gortiliir. [

Yukarida

k(s) = —

denkleminin integrali alinarak
0(s) = 0(sp) —|—/ k(l)dl
S0

elde edilir. # fonksiyonu teget vektoriinde yerine yazilarak

dz
t=—

i [° l)dl
= c e’LOH() ,
dS

bulunur. Buradan bir kez daha integral alarak z(s) egrisinin denklemi
Z(S) = Z(So) + Co/ eifsso H(l)dldl/
50

olarak bulunur.

z(7) karmagik diizlemde bir egri olsun. Her regiiler egri birim hizh hale getirile-
bildiginden, 7 parametresi, s yay parametresinin bir fonksiyonu olarak diigiiniilebilir:

7 = f(s). Budurumda birim hizli olmayan egriler i¢in teget vektorii soyle tanimhidir.

dz dz ds ds

tyi=—=—, — =t— t(s) = e,
dr ~ds|_dr| "~ Cdr (s)=e

T parametresine gore tiirev alinirsa

dt, _ s dt (ds>2

dr? dr

dr d72+£

elde edilir. n = 7t egitligini kullanilarak n, karmagik sayisi

olarak tamimlanir. Acikca gorildigi tizere t, L n, dir. Birim hizli egriler icin

Serret-Frenet tiirev formulleri yardimiyla t, ve n, in 7 parametresine gore tiirevleri

dt, g AN
= | = +1kS |t.
dr $

dn, S i
= - +1iKkS |n,
dr $

sirasiyla




olur. Sonug olarak birim hizli olmayan egriler i¢in Serret-Frenet tiirev formiilleri

dt, .
= 1Kt,
dr ’
dn, .
dr; = Kn,,

seklinde bulunur. Burada K karmasik degerli fonksiyonu

K =ré—i (2.19)
5
dir. Kolaylikla goriildiigii tizere s = 7 durumunda K nin sanal kismi yok olacak ve

formiiller birim hizli egriler i¢in olan tiirev formiillerine indirgenecektir.

Ornek 2.17 Karmagik diizlemde logaritmik spiral egrisi parametrik formda
2(t) = ae” cost + iae™ sint = z(t) = ae’e™, teR

ile verilsin. Egrinin tegeti
2 (t) = ae’ e’ (b4 1)

ve tegetinin uzunlugu
|2/ (t)] = ae” Vb2 + 1

olarak hesaplanir.Yay uzunlugu fonksiyonunun tanimindan

t

d
s(t) = ae®™ Vb2 + 1du d—j = ae” Vb2 + 1

elde edilir. O zaman z(t) egrisinin birim tegeti
/ it(h ;
o 2o_¢ (b+1)

|2/ VB2 41

karmagik sayisiyla belirlenir. Buradan logaritmik spiralin egriligi

o= |t] = dtdt| _|ie"(b+i) 1 e
dt ds VB2 41 avb? +1ebt|  avb? 41

olarak bulunur.
K=rks—i>
S

esitligi kullanilirsa

e~ bt abe? /b2 + 1
K:—aebtvbQ—i—l—i—:l—i
avb?+1 aebt\/b? + 1

elde edilir.
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Ornek 2.18 a(s) = (z(s),y(s), z(s)) iist birim yar1 kiire {izerinde birim hizl bir

egri olsun. O halde Vs € [ igin «(s) kiire denklemini saglar:
22(s) + y*(s) + 2%(s) = 1, Vs e I

Kiirenin, kuzey kutup noktast N = (0,0, 1) yi kiireden ¢ikartmak suretiyle kiirenin,

(x,y,0) karmagik diizlemine izdiigiimii agagidaki sekilde verilir:

<:x+zy (l’,y,Z)ESQ.

1—2"

Buna kiirenin karmasik dizleme stereografik izdisimi denir. Bu doniigtim birebirdir

ve tersi - -
S S e S St
L+ [¢[* i(1+¢?) (2 +1

ile tamimhdir. Stereografik izdiigiim ile kiire tizerinde bulunan o = «(s) egrisine

karmagik diizlemde bir ¢ = ((s) egrisi kargilik gelir:

((s) = T,

Kiiresel koordinatlarda tist yari kiire tlizerindeki o egrisi

a(s) = (sin¢(s) cosf(s),sin ¢(s) sinb(s), cos ¢(s)), 0<op< -, 0<0<2r

ro|

bi¢iminde ifade edebilebileceginden, karmasik diizlemdeki ¢ egrisi su formu alir:

_ sing(s)e”®

 1—rcosog(s)

¢ nin s parametresine gore tirevi alinirsa

¢(s)

_ —¢'e?® +i0 sin ¢(s)e”
N 1 —coso

¢'(s)
elde edilir. Her iki taraf eslenigi ile carpilirsa

dq
ds

? B ¢* + 0 sin’ ¢

(1 —cos ¢)?
bulunur. Kiire tizerinde yer alan « egrisi birim hizli oldugundan bu ifadenin pay1
¢ + 0% sin® ¢ = 1 dir. Dolayisiyla

dc
ds

B 1
- 1—cos¢
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elde edilir. Goriildiigii tizere karmagik diizlemdeki ¢ egrisi ancak ve ancak ¢ = 7 ise
birim hizhdir. Yani ancak « egrisi z = 0 diizleminde biiyiik cember ¢izerse v egrisi
ile ¢ egrisi ayn1 s parametresini ortak yay parametresi olarak kullanirlar.
[ € R, ( egrisi i¢in yay parametresi olsun. Yay
parametresinin tanimi
1) = [ I wldu
50
kullanilarak
% =1('(s)| = m
elde edilir. Karmagik diizlemde birim hizli olmayan egriler i¢in Serret-Frenet tiirev

formilleri kullanilirsa

dl 1
= K/ — 1=

ds l

_|d(<
=la()

bulunur. Burada s

seklinde tanimhdir.
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2.2. [E? de Egriler ve Serret-Frenet Tiirev Formiilleri

a : I — R3 regiiler egrisini goz oniine alalim. R3 ile imajiner kuaterniyonlar uzay1
ImH eglendiginden o C R® egrisi, t € I olmak tizere q(t) = z(t)i + y(t)j + z(¢)k

kuaterniyonuyla ifade edilebilir. Bu egrinin ¢ € I daki hiz vektori

d
q(t) = d—;’(t), ¢ €ImH, tel

seklinde tanimlanir. Diferensiyellenebilir yay uzunlugu fonksiyonu ise

‘|dg dg|*  dqdq
t) = —|dl = ===
5(t) /to di | ‘dl dl di
ile belirlenir. O halde sabit hizli bir egri igin
d
q':d—z, | =c:sbt, ¢°=—c
oldugundan, ¢’ ? — _¢ ifadesinin tiirevi almrsa

d*qdg | dgd’q _
dt2 dt — dt di2

bulunur. Yani
d?q  dq
— 1 = 2.20
dt? dt ( )
dir.

q(s) = x(s)i + y(s)7 + 2(s)k egrisi R® de birim hizli bir egri olsun. Bu egrinin

birim teget vektorii t ile gosterilsin:

d
t(s)= Y(s), teImH [t|=1 t>= 1.
ds
(2.20) den dolayn,
|y (2.21)
ds '

dir. dt/ds yoniindeki birim imajiner kuaterniyona, yani

dt/ds

[t/ ds|

seklinde tanimli kuaterniyona egrinin normal kuaterniyonu denir.
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Tanim 2.19

fonksiyonuna q egrisinin egriligi denir.

t ve n kuaterniyonlar1 egri boyunca birbirine dik olduklarindan, b = tn seklinde

tanimlanan b €ImH kuaterniyonu hem t ye hem de n ye diktir. Gergekten,
tb + bt = t(tn) + (tn)t

hesaplanirken kuaterniyon carpiminin birlesmeli olusu ve t L n yani tn = —nt
kullanilirsa

tb+bt =0

ve benzer seklide

nb +bn =10

bulunur. Dolayisiyla b kuaterniyonu egri boyunca hem t ye hem de n ye diktir.

Ustelik |b| = 1 dir:

[b]* = [tn|* = (tn)(tn) = (tn)(nt) = 1
Bu sekilde tanimli b kuaterniyonuna egrinin binormal kuaterniyonu denir.

Tanim 2.20

db
T(s) = e

fonksiyonuna q egrisinin burulmasi denir.

(s)

Teorem 2.21 q(s) = z(s)i + y(s)j + z(s)k R? de birim izl regiiler bir egri olsun.

O zaman
t' = kn
n = —kt+7b (2.22)
b = —mn

dir.
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Ispat. ¢ = q(s) birim hizli egrisi igin t' = kn esitligi egrilik ve normal kuaterniyonun
tamimindan agikardir. {t,n, b} kiimesi R? igin ortonormal bir baz teskil ettiginden,

herhangi p € ImH, t,n, b nin lineer birlegimi olarak

n’:fl—Z:athﬂn—l—yb

seklinde yazilabilir. Bu esitlik soldan ve sagdan n ile ¢arpilip toplanirsa
nn' + n'n = a(nt + tn) — 23 + vy(nb + bn)

elde edilir. n* = —1 oldugundan, nn’+n'n = 0 olur. t,n ve b nin ortogonalliginden
B = 0 bulunur. Dolayisiyla
, _dn

= —=at+~b 2.2
n' = at + v (2.23)

dir. b = tn birim kuaterniyonun s parametresine gore tirevi

b’ (tn) = kn® + tn’

T ds
seklindedir. Burada n’ yerine yazilirsa
b’ = kn® + t(at + vb)
elde edilir. t? = n? = —1 ve n = —tb oldugundan
b'=—-k—a—vn (2.24)

dir. b’" € ImH oldugundan (2.24) in reel kismi sifirdir. Yani —x = o dir. Bu
(2.23) de yerine konulursa n’ = —xt + 7b elde edilir. Ayrica burulma fonksiyonun

tanimindan v = 7 bulunur. [

b = tn, n = bt ve t = nb esitlikleri kullanilirsa, (2.22) lineer diferensiyel sistemi,

kogegen fakat lineer olmayan bir sisteme doniistir:

t kb 0 0 t
d
il — 2.25
s n 0 w 0 n ( )
b 0 0 7t b

burada w = kb +7t Darboux vektorudir.
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2.3. [E? de Egriler ve Serret-Frenet Tiirev Formiilleri

q(s) = a(s)+ B(s)i+y(s)j+d(s)k, R* de birim hizh regiiler bir egri olsun. O zaman

dq

T=—
ds’

7| =1 (2.26)

dir. R3 deki bir egrinin Frenet vektorleri {t,n, b} olmak iizere, tT, nT, bT seklinde
tamml kuaterniyonlar, T ye Oklid anlaminda diktir ve ayrica birimdirler. Dolayisyla
T,tT, nT, bT, H « R* icin ortonormal bir baz teskil eder.

q = q(s) egrisinin asli normali NV,

Tl

seklinde tanmimhdir. Burada k; = |T"|, ¢ egrisinin birinci egriligidir. 77 = 1 den
turev alarak N nin 7' ye dik oldugu kolaylikla goriilebilir. N, T' ye dik ve ayni

zamanda birim oldugundan
N = c1tT + eonT + ¢3bT, ch =1, ¢ = ci(s) (2.28)

formunda yazilir. >°7 | ¢ =1 de, her iki tarafin tiirevi alinirsa

3

Zcicg =0

i=1
bulunur. O zaman ¢ = (cy, ¢o, c3) € R3 birim vektor olmak {izere, ¢ = (c}, ch, c5) €

R3, & vektoriine diktir. ¢ vektoriinii & ile gosterilsin:
o= (¢}, chy, &y) = (a, an, a3) = a.
O zaman
By = aitT + aonT + asbT, Z a?=1, a; = a;(s) (2.29)
seklinde tanimh B; kuaterniyonu, N ye diktir. Gergekten
BN+ NB, =0
oldugu kolaylikla goriilebilir.
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kuaterniyonunu tanimlayalim. Kuaterniyon carpimi yapilirsa
By = (coag — ages)tT + (czaq — cras)nT + (crap — cocp)bT
elde edilir.
d=CAd = (caaz — agcs, c3ay — c1ag, C1ag — Ca0v) = (aq, ag, az)

vektoriiniin bilegenleri goriildiigii iizere, By kuaterniyonunun katsayilarindan baska
birgsey degildir. |¢] = 1 ve |@] = 1 oldugundan |@| = 1 dir. O halde By birim

kuaterniyondur:
By = a1tT + aonT + asbT, Z a? =1, a; = a;(s) (2.31)

Tanim geregi Bo L T, By L N, By 1 Bj oldugu kolaylikla gortilebilir. Sonug
olarak, egri iizerinde tanimlanan {7, N, By, By} kuaterniyonlarinin kiimesi ,H = R*

i¢in ortonormal bir baz tegkil eder. |N| = 1 oldugundan

N =—=
ds

(¢} — ok )tT + (¢ + c1k — e37)nT + (¢ + com)bT — kT (2.32)
kuaterniyonu N ye diktir. O zaman

N' =M\ By + XoBy + \3T (2.33)
seklinde yazilabilir. Aj, Ao, A3 katsayilar: sirasiyla

AN = 1+ kas+7aq
Ao = —Kaz — TQq

A3 = —hk

olarak bulunur.

|B1| = 1 oldugundan

_dB,

B = - = (o — agk — ka1 )t T + (o + ay k — a3 — kyag)nT + (o + o™ — kyas)bT
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kuaterniyonu B; ve T' ye diktir. O zaman
seklinde yazilabilir. pq, o katsayilar sirasiyla

/ / /
H1 = Q€1+ QyCy + Qi3C3 — Kag — Taq

/ / !/
Mo = a1 + Qyas + asas + Kez + 7 — ky

olarak bulunur.
| Bo| = 1 oldugundan

_dB,

By = - = (a} — agk + k1)t T + (ab + a1k — a3 + kyoo)nT + (a5 + aoT + kyas)bT

kuaterniyonu By ve T ye diktir. O zaman
Bé = 0'131 + 0'2N (235)
seklinde yazilabilir. oy, oo katsayilar1 sirasiyla

/ / /
01 = ay0q + Ay + asas — Kez — 7C1 + Ky

/ / /
09 = @1C1 1 QyCo + G3C3 + Koz + Tay

olarak bulunur.

_ 1, _ _
< ¢,p >=Re(qp) = §(qp + pq)

olmak iizere < N, By >=0,< N, By >= 0,< B;, By >= 0 i¢ carpimlarindan tiirev

alarak

mo= —A\
09 = —)\2
H2 = —01
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elde edilir. Buradan

/ / /
acy + aycy +azcs = 0
ajer + dhes + ey = —1 (2.36)
/ + / + / + I + ! + / - 0
bulunur.
<d,a>=0

esitliginde her iki tarafin tiirevini alinarak
<d,i>+<a,d >=0

bulunur. (2.36) denklemlerinin ikincisinden & // @ yani ¢’ / @ bulunur. Bu yukaridaki
denklemde kullanilirsa

<a,d >=0
elde edilir. O zaman ya @ )/ ¢ yada @’ = 0 dir. (2.36) iin ilk denkleminden @ L ¢

dir. O halde @ = 0 yani @ : sbt bir vektordiir. O zaman

o1 = —kec3—7TC+ky
Oy = KO3+ Ty

M2 = KC3 +T7C — ]{Zl
W = —1—kras—Tay

halini alir.

Teorem 2.22 ¢(s) = a(s)+ B(s)i+v(s)j +d(s)k, R* de birim hizl regiiler bir egri

olsun. O zaman asagidaks formailler vardur.

T = kN

N' = —iT+ MBi + AoDs (2.37)
B, = —MN + 12Bs

B, = —\N — 3By
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3. I3 de YUZEYLER

Bu boliimde E3 de bir yiizeyin birinci ve ikinci temel formlari, normal egriligi
ve Gauss-Weingarten denklemleri kuaterniyonlar kullanilarak yeniden ele alinmigtir.

Simdi E? de bir yiizeyin tanimini ve bazi temel kavramlar1 hatirlatarak ise baglayalim.

Tamim 3.23 M, R3 uzayinn bir alt kiimesi olsun. M nin herbir p noktas: icin, p
nin R® de bir A komsulugu ve R? nin bir U ag¢ik altkimesinden, R® wzayina bir o
fonksiyonu asaqidaki iki onermeyi dogrulayacak bicimde bulunabiliyorsa, M ye, R3
uzayinda bir yuzey denir.

1. ¢ : U — R3? fonksiyonu diferensiyellenebilir ve regiiler bir fonksiyondur.

2. p(U)=MnNA dirvep:U — p(U) fonksiyonu homeomorfizmdir
(Sabuncuoglu, 2001).

¢ fonksiyonuna M yiizeyinin bir p noktasi civarindaki parametrizasyonu ve p nok-

tasiin M ylizeyindeki M N A komguluguna da koordinat komsulugu denir. Burada

¢ : U — R3 vektor degerli T = (u,v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k fonksiyonu
ile temsil edilebilir. Dolayisiyla M yiizeyi, herhangi bir p € M noktasi civarinda iki

degiskenli ti¢ fonksiyonla belirlenmis olur:
r=ux(u,v), y=yluv), z==z(u,v). (3.38)

Tanim 3.24 M, bir yiizey ve p € M olsun. Yizeyin p noktasinda ry ve 1, vektorleri

ile gerilen dizleme yuzeyin p noktasindaki tanjant diuzlemi denir ve T,M ile gosterilir.

R? ile imajiner kuaterniyonlarn uzay1 ImH

q=xi+yj+ zk € ImH +— (z,y,2) € R®
ile eglendiginden, M yiizeyinin bir parametrizasyonu q(u', v?) = z(u', u?)i+y(u', u?)j+
z(u', u?)k kuaterniyon degerli fonksiyon ile ifade edilebilir.

Dolayisiyla tanjant diizlem tanimi kuaterniyon formunda ¢, ve ¢, imajiner ku-

aterniyonlarmim gerdigi diizlem olarak da ifade edilebilir. E? de orjinden gecen bir
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diizlem kuaterniyon formda genel olarak q(u,v) = wi 4+ vj + (au + bv)k geklinde

verilebilir, a,b € R.

Tanim 3.25 M yizeyinin bir p noktasinda tanjant dizleme dik olan birim vektore

yuzeyin p noktasindaki birim normal vektori denir ve n ile gosterilir.

Bu vektor kuaterniyon formda

_ Gudv — Guqu
|QUQ1) - QvQU|

birim kuaterniyonu ile ifade edilebilir. n kuaterniyonu gergekten ¢, ve ¢, kuaterni-

yonlarina diktir. n ile ¢, nun birbirlerine dik olduklar:

@lo@u — Wl + G — Qo

NGy + qun =
|9uqy — vl
_qu2 + QQQU
T T Sudy (3.39)
|QuQ1J - QHQu’
_ _|Qu|2(qu - qu) -0
|Quqv - Qqu|

ile elde edilir. Ayni igslemler ¢, i¢in de yapilirsa ¢, L n oldugu kolaylikla gortilebilir.
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3.1. Bir Yiizeyin Birinci Temel Formu

M C E?, q(ut,u?) = x(u!, u?)i+ y(u', u?)j + z(u', u?)k parametrizasyonu ile verilen
bir ylizey ve v da M {izerinde bir egri olsun. O halde v egrisi

(1) = q(u' (1), (1), teCR
bi¢iminde ifade edilebilir. Bu egrinin yay uzunlugu

b
st = [ VP (3.40)

fonksiyonudur. Burada imajiner 4" kuaterniyonunun modiilii |y/| = v/77 seklinde

tanimhdir. () nin zincir kural yardimiyla tiirevi alinirsa

v~ du dq
a—;%zg, QM_W
elde edilir. Dolayisiyla
dv]? dydy 1 2 L _dutdu?
‘E S 5@2 (QuiGu + quaqul)ﬁﬂ-

(3.40) formiilii kullanilarak
2
ds? = Z gijdu’du’ (3.41)
ij=1

elde edilir. Burada g;; pozitif (reel) degerli fonsiyonlar

1 o o 1
dir. (3.41) kuadratik formuna M yiizeyinin birinci temel formu denir. u' = wu,

u? = v olmak {izere (3.41)

I =ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

seklinde yazilabilir. Burada

s o | ouTn
- = ou|  Oudu
 (0q0q

r= gn_Re(@u@v)
_|9q]*  0q0q

G = gn= % —%%
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Yiizeyin birinci temel formu E? deki standart i¢ garpimla tiretilmistir yani g;; kat-

sayilar1 E3 deki standart i¢ carpimla belirlenir. Bu sayede yiizey iizerinde herhangi

s:/ds:/\/Zgijduiduj.

integraliyle hesaplanir. Bu formun katsayilarinin sadece kuaterniyon carpim kul-

bir egrinin uzunlugu

lanilarak elde edilebilmesi verilen bir ylizey iizerindeki bir uzunlugun ve dolayisiyla
uzunluga bagh herhangi bir kavramin tamamiyla cebirsel olarak hesaplanabilmesine

olanak saglamaktadir. Ornegin

Yiizey tizerinde iki farkli dogrultu
dq = Qui duia 5(] = (i 5uja
leri goz oniine alalim. Bunlarin i¢ ¢arpimi
1 i
< dq,bq >= —§(dq5q + dqdq) = |dq||dq| cos O = Zgijdu ou’
dir. Yiizey tizerinde

oldugundan bu iki dogrultu arasindaki aginin kosintisii

3 gipdutou?
VY gijduidul /> gijouiou

cosf =

formiilii ile hesaplanabilir.

(3.42) den agikca goriildiigii {izere, birinci temel formun katsayilar: simetriktir:
9ij = YGji-
Dolayisiyla bu katsayilar:t 2 x 2 tipinde simetrik reel bir matris ile temsil edebilir:

g11 912 (3'43)

g21  g22

Bu matrisin determinant1 g olsun. Oklid i¢ carpimi pozitif tanmh oldugundan

ylizeyin bir regiiler noktasinda g;; > 0, go2 > 0 ve dolayisyla g > 0 dir. O halde
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3.43) matrisinin tersi mevcuttur. Bu matrisin icerikleri ¢” ile gosterilsin:
¢ g g

-1

g1 G2 gll 912

go21  g22 921 922

(gi;) matrisi pozitif taniml ve simetrik oldugundan bu matris de simetriktir:

g7 =g". (3.44)
g 912 g't g* B gt g"? gu g2\ (1 0
o1 G22 gt g* ¢t g* go1  Go22 0 1
oldugundan
, I yi=7
gy =06 =
0 ,i#J
yazilabilir.
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3.2. Bir Yiizeyin Ikinci Temel Formu ve Normal Egrilik

M C B3 q(u',u?) = z(u',u?)i + y(u',u?)j + z(u', u?)k parametrizasyonu ile veri-
len bir ytizey ve v, € T, M olsun. Yiizey iizerinde bu tanjant vektorini hiz vektori

kabul eden bir egri vardir. Bu egri 7 olsun ve v birim hizh olsun: v(s) = q(u(s), U(s)) .

Tanim 3.26 p € M, v, € T,M ve v, = ~'(s) olmak tizere

1

kn = _E(QSSTL + nQSs)

saysina yani egrinin ikinci tirevinin(ivme vektori), yizeyin birim normali n tizerine

izdustiminin vzunluguna yizeyin v, dogrultusundakit normal egriligi denir.

k, nin ylizey tlizerinde segilen egriden bagimsiz oldugu su sekilde gosterilebilir.

Yiizey tizerinde birim hizli bir egrinin yay parametresine gore ikinci tiirevi
d*q 2 du® du’ d*u
$s — 7 o — i + ut T 7 o5
o = 42 Zj:qjd ds 1 as

dir. Esitligin her iki tarafi soldan ve sagdan —ln ile carpilip toplanirsa

du® du?

A4
ds ds (3.45)

kn = 35 Z Quini T + NGy uJ)

7]

elde edilir. Birim teget vektor v, yi teget diizlemin bazlar1 cinsinden ifadesi
du’

Up = Quig

dir. Burada goriildiigi tizere du'/ds, i = 1,2 sayilar, yilizeyin bir p noktasinda,

v, nin {qu1, g2} bazindaki bilegenleridir. (3.45) formiiliinde v egrisi sadece du’/ds

temsil edilmektedir. Dolayisyla k,, sadece v, nin se¢imine baghdir. £,

B Z (Gui ujn—i—nqu w ) dutdu?

olarak ifade edilebilir.

Tanim 3.27 Asagidaki kuadratik forma yiizeyin ikinci temel formu denir ve 11 ile

gosterilir:

2
o 1

ij=1
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Kismi tirevler degismeli oldugundan b;; katsayilar1 simetriktir:

bij = bji.
Sonug olarak yiizeyin normal egriligi
kyn, = II—I (3.47)
bi¢iminde yazilabilir.
St T,M de p merkezli birim gember ve v, € T,M,|v,| = 1 olsun. O zaman

v, imajiner kuaterniyonu bu ¢ember denklemini saglar. Dolayisiyla v, yontndeki
k, normal egriligine S' iizerinde tammh siirekli bir fonksiyon gozii ile bakilabilir.
S1 kompakt bir kiime oldugundan, k, siirekli fonksiyonu birim cember iizerinde
extremum degerlerine ulagir. Birim g¢ember kutupsal gosterimde 6 koordinati ile
temsil edilebildiginden, £, normal egrilik fonksiyonu 6 ya bagh stirekli bir fonksiyon

olarak diigiiniilebilir.

Tanim 3.28 S' birim cember tizerinde

dk,
==
do

esitligini saglayan k, degerine extremum ve k, nin extremum degerine ulastigr v,

dogrultusuna da esas(asli) dogrultu denir.

ky(v,) nin
Zgijduiduj =1
sart1 altinda ekstremum degerleri arastiriirken du’ = o' olmak iizere Lagrange

carpani yontemi kullanilarak ¢ Lagrange fonksiyonu
p(a',a?) = Zbijofaj — A(Z gl — 1)
1, .3

nin ekstremum degerleri hesaplanmir. Burada A Lagrange garpamdir. k,, (3.47)
deki gibi tanimli oldugundan, asli dogrultular1 agagidaki sistemin ¢oztimleri olarak

bulunabilir.

8§b 2 2 2
aai = 1 bijOéJ — )\jzz;gijaj = Z(b” — )\gij)OéJ =0.

j= j=1
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Dolayisiyla Lagrange carpaninin degerleri asikar olmayan ¢oziimler igin
denklemini saglarlar.

Kuadratik formlarla ilgili kisa bir hatirlatma agsagida verilmistir.

Tamm 3.29 Ikinci dereceden n degiskenli homojen polinoma kuadratik form denir.

Herhangi bir kuadratik form su gosterime sahiptir:

2
g Qi T T, Qi = Ay, LLk=1,...,m
ik=1

(Gantmacher 1974).

Burada A = (ay,) simetrik bir matristir. (z1,xs,...,2,) kolon vektorii z, kuadratik

formu da )
Az, z) = Z QLT T (3.49)
ik=1
ile gosterilsin. O zaman
Az, x) = 2*Ax

yazilabilir. Burada z*, x kolon vektoriiniin transpozisyonunu gostermektedir. Eger
a;; katsayilar matrisi reel igerikli bir matris ise o zaman kuadratik form (3.49) ya
reel kuadratik form denir. A nin determinant1 |A| ya, A(x,z) kuadratik formunun

determinant: denir.

Tanmim 3.30 = # 0 olmak tzere A(z,z) > 0 ise reel kuadratik form A(z,z) =

Z? 1 QikZiTy Yo pozitif tansmbder denir (Gantmacher 1974).

Tanim 3.31
2

2
Az, x) = Z AilTiTh, B(z,z) = Z binTixy

ik=1 ik=1
iki reel kuadratik form ve A € R bir parametre olmak tzere A(x,z) — AB(x,x)
e kuadratik formlarin bir demeti denir. Burada B(z,x) formu pozitif taniml ise

A(x,x) — AB(z,x) demetine regiler denir (Gantmacher 1974).
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Tanim 3.32
|A—AB|=0

denklemine A(z,x) — AB(z,x) demetinin karakteristik denklemi denir (Gantmacher

1974).

Ao 1 bu denklemin bir ¢oziimii varsayilirsa A — A\gB matrisi singiiler oldugundan
sifirdan farkll bir z = (21, 29, ..., 2,) vektorii vardir 6yleki (A — AgB)z = 0 dir.
Bu \¢ sayisina, A(z,x) — AB(z,x) demetinin karakteristik degeri ve kargilik gelen

2 = (z1, 22, ..., zn) kolon vektoriine de demetin asal(asli) vektorii denir.

Teorem 3.33 A(z,x) — AB(z,z) demetinin karakteristik denklemi |A — AB| = 0

nin her zaman n tane koki vardwr. Bunlara A\, diyelim. Yk = 1,...n, A\ lara

2F = 211, 2ok, Zni asli vektorleri karsilik gelir:

2% asli vektorleri B(2, 2) = i olacak sekilde segilebilir (Gantmacher 1974).

|bi; — Agij| = 0 denkleminin ¢oziimleri aragtirilirsa 2 x 2 tipindeki (b;;) ve (gi5)
matrisleri simetrik ve ayrica (g;;) pozitif tanimh oldugundan, yukaridaki teoremden,
|b;j — Agij| = 0 denkleminin iki reel kokii vardir. Bunlara A; ve Ay, bunlara kargilik

gelen asli vektorlere de vy, vy diyelim ve A\ # Ay icin v; L vy oldugunu gosterelim.

vy, v2 € T,(M) teget vektorlerinin g,1, ¢,2 bazindaki gésterimi
v = a' g + dqp, vy = b'ga + b%q
olsun. O zaman
1, _ _ 1 irj
5(?]12}2 -+ Ugvl) = —5(1)11]2 + U2U1) = gija v
dir. v; ve vy asli vektor olduklarindan

(b~ Mgya? = 0 (3.50)

(bij — Aagis)V! = 0
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denklemleri saglanir. Birinci denklem b° ve ikinci denklem a' ile carpilip, ikinci

denklemi birinciden ¢ikartilir ve g;; = g;i, b;; = bj; kullanilirsa
()\1 — )\g)gijajbi =0

elde edilir. Buradan goriildiigii tizere A\ # \q icin karsilik gelen asli vektorler vy ve
v9 ortogonaldir. Dahasi, vy asli vektorii dogrultusundaki normal egrilik k,(v;) soyle

bulunur. o
_ 2 bja'd
> gijatal’

(3.50) denklemini a’ ile garpip i iizerinden toplam alnmrsa

K (v1) (3.51)

bijaiaj = Algijaiaj
elde edilir. Bu ifade (3.51) de yerine konulursa
kn(v1) = A\
buluruz. Aymni iglemler £, (v9) igin yapilirsa
kn(vg) = Ag.

elde edilir.

Goriildiigi tizere, ylizeyin bir vy teget vektorii yoniindeki normal egriligi, (3.48)
denkleminin bir kokii olan A degerine egit ¢ikti. Bu normal egriliklere M yiizeyinin

asli egrilikleri denir ve k;,7 = 1,2 ile gosterilir.

Tanim 3.34 Bir M yiizeyin ortalama egriligi H ve Gauss egriligi K siraswyla

H = k+k (3.52)
K = kk

seklinde tanimbidir (Dubrovin vd 1992).
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Teorem 3.35 Bir M yiizeyinin Gauss egriligi, yiuzeyin birinci ve ikinci temel form-
lariman determinantiman oranina esittir:

_ b11b22 - b%g

K 2
g11922 — 912

(3.53)

(Dubrovin vd 1992).
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3.3. Gauss-Weingarten Formiilleri

M, q(u',u?) = z(u',u?)i + y(u',u?)j + 2(u', u?)k parametrizasyonu ile verilen bir
yiizey olsun. Yiizeyin bir p noktasinda, kuaterniyon degerli ¢ fonksiyonunun ikinci
mertebeden kismi tiirevleri g,i,; ler, linear bagimsiz g1, ¢,2, n kuaterniyonlariin li-
neer kombinasyonu olarak yazilabilir. q,:,; lerin q,1, q,2 ve n deki bilegenleri sirasiyla

Fl

iy T%, Bij ile gosterilirse

yazilir. Bu esitligin her iki tarafi soldan ve sagdan n ile ¢arpilip toplanirsa

elde edilir. ¢, ve n ortogonal olduklarindan g¢,xn + ng,» = 0 dir. Dolayisiyla
1

bij = _§<qwu3n + nqwuf) - /Bij

elde edilir. Yani 3;; katsayilari, ikinci temel formun katsayilari olan b;; lerden bagka

birgey degildir. O halde (3.54) denklemi su formu alr:

Bu formiillere Gauss formiilleri denir. (3.55) denkleminin her iki tarafi sagdan

(ur) ™" = @ /1qur|* = —qur /|qur|? ile garpilirsa, T'¥; katsayilar:

(bijn - qwuﬂ>qwf
’quk ’2

_ 1k
=¥ (3.56)

olarak bulunur.

Ayrica yiizeyin birim normali n nin u! ve u? ye gore kismi tiirevleri de g1, g,z

ve n nin lineer kombinasyonu olarak yazilir. n? = —1 oldugundan n, L n dir.

Dolayisiyla n,: € T,M dir. O zaman
Ny = —bfque = —blqn — blq2 (3.57)

yazilabilir. —b¥ katsayilarmin birinci ve ikinci temel formlarin katsayilariyla olan

iligkilileri aragtirilirsa ve bu amacla, (3.57) denkleminin her iki tarafimi soldan ve
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sagdan ¢, ile carpilip toplanirsa

1 1,

bij = Vg
elde edilir. Her iki taraf ¢/ ile carpilirsa
bijg" = bigrig’" = Vi), = b
elde edilir. ¢/' = g¥ oldugundan j ve [ nin yeri degistirilirse sonunda
bz = bilglj~

elde edilir. (3.57) formiillerine Weingarten formiilleri denir.

Gij = Gji» bij = bj; oldugu bilinmektedir. O halde (3.55) formiilinden Ff”j =
F;?i bulunur. Buradaki amag Ffj katsayilarinin, birinci temel formun katsayilar
ve onlarm kismi tiirevleri cinsinden ifade etmektir. (3.55) esitliginin her iki tarafi

sagdan ve soldan ¢, ile carpilip toplanirsa

1 1
=5 (s G + G Gus) = =515 (00 Qo + Q) = U000

elde edilir. Esitligin sol tarafi —%(quiujqul + Qu, Quiwi ) Y€ birinci tip Chirstoffel sembolii

denir ve I';;; ile gosterilir. O halde

1 s
Fijl — _E(QUiuqu + Qulqmuj) = Fi]‘gsl (358)

yazilir. Birinci tip Chirstoffel sembolleri de ilk iki indise gore simetriktir, yani
Lijk = Ljik
dir. (3.58) denklemini ¢'* ile carpilirsa
Ting"® =T5,9a9" =T5058 =T,

elde edilir. Ffj lere tkinci tip Chirstoffel sembolii denir.
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Teorem 3.36 Birinci ve ikinci tip Christoffel sembolleri icin siraswyla asagidaki
gk Ogri gy
i = 2 L =
ok = (81,# + ouw  ouk )’

ko L o (09im . O9mi  Ogij
i = 29 ou’ + oui  Qum (3.59)

esitlikler vardur.

(Goetz, 1970).

Teorem 3.37 Verilen bir M yiizeyinin en az C* sinafindan olan birinci ve ikinci
temel formlarnin katsayilary asagrdaki denklemleri saglar

Pgz 1 Pgu 1 Py R
b= 8u181;2 B §au281;2 N §aula2z1 — (P11 = TI0)gsr (3.60)

ve
b b
8121+r b = alf+r i (3.61)
by oy

Burada b = det(b;j) dir. (3.60) formiline Gauss, (3.61) formiillerine de Codazzi
formailleri denir (Goetz, 1970).

Sonug 3.38 Yizeyin Gauss egriligi tamamiyle birinci temel formun katsayilar: ve

bunlarin kismi tirevler: tarafindan belirlenebilir.

Teorem 3.39 (Yiizeyler Teorisinin Temel Teoremi) u', u? parametre uzayinin bir

bolgesinde tanimlis
[ = gijdu'du?, I = bydu'du’ | (3.62)

kuadratik formlary goz oniine alinsin. I pozitif tanwml olsun ve bu kuadratik form-
larn katsayplar: Gauss-Codazzi formiillering saglasin. O zaman E3 de, bu formlar

siraswyla birinci ve ikinci temel form kabul eden birtek yiizey vardur (Aminov, 2001).

E? de bir yiizey, uzaydaki pozisyonundan bagimsiz olarak tamamiyla, I ve II form-
lariyla belirlenir. Yani E3 de aym I ve II formlara sahip iki yiizey varsa, bunlar

Oklidyen hareketlerle cakigtirilabilir.
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4. SONUCQ

Bu calisgma kapsaminda karmagik diizlemde bir egrinin teget ve normalinin egri
boyunca hareketlerini ifade eden Serret-Frenet tiirev formulleri incelendi. E? ve
E* Oklid uzaylarinda ise aym formiiller kuaterniyonlar yardimiyla ele alindi. Dért
boyutlu Oklid uzaymndaki egriler icin Bharathi ve Nakaraj tarafindan verilen Serret-
Frenet tiirev formiillerinde kullanilan ¢ati daha genel bir formda yeniden elde edildi
ve bu catin tiirev formiilleri hesaplandi. Ayrica E? deki yiizeylere ait bazi temel
kavramlarin kuaterniyon ¢arpimi kullanilarak nasil elde edilebilecegi goriildii. Yiizeyin
birinci ve ikinci temel formlarin katsayilarinin, Gauss-Weingarten denklemlerinin ve
Christoffel sembollerinin kuaterniyon formunda ifade edilmesiyle geometrik bir nesne
olan yiizeye cebirsel bir ozellik de yiiklenmis oldu. Christoffel sembollerinin birinci
temel formun katsayilar: ve onlarin kismi tiirevleriyle hesaplanmasiyla kiyaslansiginda
bu katsayilarin sadece kuaterniyon ¢arpimi kullanilarak elde ediliyor olmasinin hesapla-

malar i¢in biiyiik kolaylik getirebilecegi goruldii.
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